Lycée Saint Joseph - Bruz DSn°6 Vendredi 13 Mars 2026

EXERCICE 1 - QCM 5 points

Pour chaque question, une seule réponse est exacte. Une réponse correcte rapporte 0.5 point, sinon rien.

1. Réponse : c. Uhérédité consiste a supposer la propriété vraie au rang k (1 = 2% + 1) pour la démontrer
aurang k+1 (ugsq =251 +1).

2. Réponse:a.ii-v=1x2+(-2)x14+3x0=2-2+0=0.

3. Réponse:c. [ estdéfiniesi2x—4>0 < 2x>4 < x>2.Donc D¢ =]2;+ool.

4. Réponse: a. Léquation est de la forme 2(x—1)-1(y—0)+3(z+1) =0 < 2x-2-y+3z+3=0 <

2x—-y+3z+1=0.

In(x) _
W =,

5. Réponse: c. C’est une limite usuelle : limy_.
6. Réponse:b. g'(x) =1 xIn(x) + x x %— l1=In(x)+1-1=In(x).

7. Réponse: a. Les coefficients sont proportionnels ((2;4; —2) = 2 x (1;2; —1)) mais les constantes ne le sont
pas (1 # 2 x 4). Ils sont donc strictement paralléles.

8. Réponse:c.In(e’) +In(1)=3+In(e ) =3-1=2.
9. Réponse:b. AB=1/(3-2)2+(0-1)2+(2-1)2=+12+(-1)2+12=+/3.

10. Réponse:d.2°>02 > 1>0vrai; 2! >1%2 < 2>1vrai;22>2?2 < 4>4faux;2°>3%2 < 8>9
faux; 2* > 4> <= 16 > 16 faux; 2° > 5? < 32 > 25 vrai. Elle est vraie pour n = 0, 1 puis redevient vraie
a partir de n =5.
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EXERCICE 2 5 points

1. a.A_B>—(1 2:0—(=1);-3-0) = (—1;1;-3)
=(6-26-(-151-0)= (47 1)
AB AC=(-1)x4+1x7+(-3)x1=-4+7-3=0,
Le triangle ABC est donc rectangle en A.
b. BA=-AB=(1;-1;3) et BC=(6—1;6—0;1— (=3)) = (5;6;4).

BA-BC=1x5+(-1)x6+3x4=5-6+12=11.

BA=|BAl=v12+ (-1)2+32=v1+1+9=1L.

BC=||BC|=v52+62+42=/25+36+16 = v/77.
BA-BC 1 111111
BAxBC 11xv77 V11x77 Viix11x7 11V7 V7
ABC = arccos( )~68°

c. cos(ABC) =

L
2. a. Unvecteur normal a P est 71(2; —1;—1).
1x1-(-3)x7 1+21
ABxAC=|(=3)x4a— (=) x1|=|-12+1]=@2;-11;-11) =11(2;-1;: -1).
(1) x7-1x4 —7-4

7i est colinéaire a AB A AC donc orthogonal au plan (ABC). P et (ABC) ayant le méme vecteur
normal sont paralleles.

b. (ABC) passant par A(2;—1;0) admet une équation de la forme 2x—y—-z+d =0.
2x2-(-1)-0+d=0 <= 4+1+d=0 < d=-
Donc (ABC):2x—y—-z—-5=0.
c. Aestorthogonalea (ABC) doncadmet 7i(2; —1; —1) comme vecteur directeur. Elle passe par E(1;2;4).
Représentation paramétrique :
x=1+2¢
y=2—-t ,tER.
z=4-1

d. Vérifions que H(4; 3 3 2) soit le projeté orthogonal de E sur (ABC), cad que H € (ABC) et H € A.
On remplace les coordonnées paramétriques de A dans 1’équation de (ABC) : 2(1+21)—(2—-1)—(4—
=520 & 2441-2+1-4+1-5=0 < A1+ +2-2-4-5)=0 < 61-9=0 = 1= 2=3,
4-3 _ 3

Alorst—1+2x—_1+3 4,y = 2__ 43 = Z»ZH 4___82;3:2.

H(4;1 2 2) est bien le projeté orthogonal de E sur (ABC).
3.B:,Q¢ABC:§><AB><AC —><\/ 11x V42 +72412 = ><\/_1xx/_—l 726.
\/726:\/121x6:11\/6,donc3:%f.
h=EH=|EH| = \/d-12+(-22+G-02= /3 +($2+ (=32 =9+ 3+ = fo+ L= /30, 18

5__@_3\/_
Vi

1 3v6 _ 11v6x3v6 _ 1, 11x3x6 _ 11x6 _ 66 _
V=3x= XT_§ — 2 ~—3*7 3 1 =1 =165
Le volume est bien de 16,5 unités de volume.
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EXERCICE 3 6 points

Partie A
u(x) = x2 =2 +1In(x) sur ]0; +ool.

1. v/ (x)=2x+ % Sur ]0; +oo[, 2x >0 et % >0 donc u/(x) > 0. u est strictement croissante.
limy_g+ u(x) =0—2+ (—00) = —0c0. limy_. 1 oo U(X) = +00—2 + (+00) = +o0.

2. a. uestcontinue (car dérivable) et strictement croissante sur ]0; +ool. lim,_g+ #(x) = —oco et limy_. ;oo U(X) =
+00. 0 €] —00; +oo[. D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires (corollaire), I'équation u(x) =
admet une unique solution «a sur ]0; +oco].

b. u(1)=1-24+0=-1<0.u(2)=4-2+In2=2+0,69=2,69 > 0. Donc a €]1;2].
u(1,5)=2,25-2+1In1,5=0,25+0,405=0,655>0donc a €]1;1,5[.
u(1,3)=1,69-2+In1,3=-0,31+0,262 =-0,048 < 0.
u(1,31)=1,7161-2+1In1,31 = -0,2839 +0,2700 = —0,0139 < 0.
u(1,32)=1,7424-2+1In1,32 = -0,2576 +0,2776 = 0,02 > 0.

Donc 1,31 < a < 1,32. (Amplitude 1072).

3. u étant croissante, u(x) < 0sur |0;al, u(a) =0, u(x) > 0 sur |a; +ool.
4. u(@)=0 < a®-2+In(a) =0 < In(a) =2 - a2

Partie B

f(x) = x*+(@2-Inx)?.

— 2_ 2_
1. f’(x) 2x+22—-Inx) x( ) 2% — 2(2 xlnx) — 2x 4;—21nx — 2(x )26+1nx) — Zu;x).

2. Sur ]0; +oo[, x >0 et 2 > 0. Le signe de f'(x) est donc celui de u(x).
D’apres A.3, u(x) <0 sur ]0; a[ donc f décroit, u(x) > 0 sur ]a; +oo[ donc f croit. Minimum en x = a.

Partie C

1. A(0;2), M(x;Inx). AM? = (x-0)?>+(Inx—2)? = x>+ (Inx—-2)?> = x* + (2-1Inx)? = f(x). Donc AM = /f(x)
(car distance positive).
2. Soit g(x) =/ f(x).
a. g estla composée de la fonction racine carrée, strictement croissante sur [0; +ool, et de f. f étant
positive, g ales mémes variations que f.
b. D’apres B.2, f admet un minimum en x = a. Donc g aussi. La distance AM est minimale au point
P d’abscisse a. Ses coordonnées sont P(«;Ilna).
c. AP=g(a)=+/f@ =vVal+@2-Ina)?2. Or2-Ina =2~ (2-a?) = a? d’aprés A.4. Donc AP =
Vaz+@)?=vVa?+a*=vVa21+a? =aVl+a

3. Latangente a I' (courbe de In) en P a pour coefficient directeur é Le coefficient directeur de la droite

(AP) eSt lnoc 2 _(2 lna) a_z =—q.

Le prodult des coefﬁc1ents dlrecteurs est —a x — = —1. Les deux droites sont donc perpendiculaires.
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EXERCICE 4 4 points

1. u; =0,008 x 40 x (200 —40) = 0,008 x 40 x 160 = 0,008 x 6400 = 51, 2. Soit environ 51 individus.

2. f(x)=0,008x(200 - x) = 1,6x —0,008x%. f(x) = x < 1,6x—0,008x%> = x <= 0,6x—0,008x> =0 <
x(0,6—0,008x) = 0.
0,6

Donc x=00u0,008x=0,6 <= x = 5555 = 75. Les solutions dans [0;100] sont 0 et 75.

3. a. f estun trindme du second degré : f(x) = —0,008x% +1,6x. f'(x) = —0,016x+1,6. f'(x) =0 <
x=100. f'(x) =0 < x <100. Donc f est croissante sur [0; 100].
f(0)=0, f(100) = 0,008 x 100 x 100 = 80. Tableau de variations : de 0 a 80.

b. Montrons par récurrence P, : 0 < u, < uy4+1 < 100.
Initialisation : ug = 40, u; =51,2. 0 <40 < 51,2 < 100 est vrai.
Hérédité : Supposons Py vraie. uy1 = f(uy) et ug+2 = f(urs+1). Comme f est croissante sur [0;100],
Up < Ups1 = fug) < f(ugs1) = Ups1 < Ugs2. Deplus, ugp =20 = f(ug) = f(0) = 0 et ugy <
100 = f(ug+1) < f(100) =80 < 100. Donc 0 < Uy < Ug42 < 100. Py, est vraie.
Conclusion : 0 < u; < u,+1 < 100 pour tout n.

c. Lasuite (u,) est croissante et majorée par 100, donc elle converge vers une limite £ € [0; 100].

d. La fonction f étant continue, la limite ¢ vérifie f(¢) = ¢. D’apres la question 2, £ = 0 ou ¢ = 75.
Comme uy = 40 et la suite est croissante, la limite est £ = 75. Interprétation : La colonie d’oiseaux
tend vers une population stable de 75 individus.

4. La condition de la boucle while est u < p. Pour p = 100, on cherche u, < 100. Or, d’apres 3.b, la suite
est majorée par 100, et d’apres 3.d elle converge vers 75 sans jamais dépasser 100 (elle est majorée par
100, mais atteint-elle 100? Non, car la limite est 75). La condition u < 100 reste donc toujours vraie. La
boucle while ne s’arréte jamais, 1’algorithme tourne indéfiniment et ne renvoie aucune valeur.
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