Lycée Saint Joseph - Bruz DS n°5 - Corrigé Mercredi 04 Février 2026

EXERCICE 1 4 points

Calculer les limites suivantes :

1.

. Ax*—5x+1
lim ———;
x—-oco  3—x
Corrigé:

En —oo, on a une forme indéterminée %‘;

En —oo0, on factorise par le terme de plus haut degré :

2 5 1
4%—5x+1_x(4—;+;)_ 4-34+ 5
-x x(E-) 1o

Quand x — —o0:

X — —00, -
3.1 0-1
.. 4x*-5x+1
Dong, par produit, lim ———— = +o0.
X——00 3—x
. 1
lim ;
x—+oo ] +e %
Corrigé:
Quand x — +oo, e * — 0, donc:
1 1
lim =——=1
x—+c0o]l+e™* 140
. . (ﬂx3 -5x+ 1)
lim sin|———|;
xX—=00 7-2x3
Corrigé :

On cherche d’abord la limite de I’expression a I'intérieur du sinus, on alors pour x — —oco:

3 p—2 + L 5 .1
nxd—5x+1 x(n x2+x3) T—3+-3

_ _ X x3
7-2x3 xS(lg— ) %_
X
Quand x — —o0:
7T—0+0_ T
0-2 2
Donc:
. . Tx3-5x+1 T
lim sin —sn(——):—l
x——00 —2x3
5
lim ——;
x—>0+ 2 (1)
—x*+cos|—
X
Corrigé:

1

x) oscille entre —1 et 1 sans limite.

Quand x — 07, % — +00. La fonction cos(
—1<cos(xH=1
—x’-1<-x*+cos(x H<—-x*+1
(x> =2 (=x*+cos(x ) 1= (-x*+1)7!
5(-x*-1)"'=25(=x*+cos(x 1) 1 =5(-x*+1)!
. 2 -1 5 . 2 -1 5

Or lim 5(-x“+1)"'=——=5et lim 5(-x*-1)"" = —— = -5.

x—0% —-0+1 x—0" —-0-1
Les limites étant différentes, nous ne pouvons pas déterminer la limite.
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EXERCICE 2 4 points

Soit f une fonction tel que: f(x) = im(xi.

1. Déterminer Dy le domaine de définition de f.

Corrigé:
f est définie lorsque x2—4+#0, cest-a-dire x #2 et x # —2.
Donc D¢ =R\ {-2,2} =] — o0, -2[U] - 2,2[U]2, +ool.
2. Etudier les limites de f aux bornes de D I3
Corrigé:

sin(x)

hm f(x)— lim

o0 x2 —

|sm(x)| <letx®—4~x%— +oo, donc par encadrement :

— < flx) =<
x2—4 S x2—4

Les deux bornes tendent vers 0, donc d’apres le théoréme d’encadrement lim f(x) =
X——00

o lim f (x) = 0 par le méme raisonnement.

. hr_nz_ fx):

sin(—2) = —0.9093 (constant), x> —4 — 0~, donc :

llm [ = sin(- 2) 00
X—=2 0~
sin(—2)

e i = —

i, 0=
+ lim f(x) = Slg( ) = _oo (sin(2) ~ 0.9093 > 0)

2

. hm flx) = SIE( ) = +00
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EXERCICE 3 8 points

. . e e e’
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par: f(x) = —.
X
On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé.

1. Préciser les limites de la fonction f aux bornes de ]0; +oo].
Corrigé:

X

e
e lim f(x)= lim — =+oocare* —leti — +o0.
x—0% x—0t X *
ex
e lim f(x)= lim — = +oo (croissance comparée).
X—+00 x—+00 X
. ) , e‘(x—-1)
2. Montrer que, pour tout nombre réel x de l'intervalle ]0; +oo[, ona: f'(x) = ———.
x

Corrigé:
er 1
f(x)=—=e¢*x—.Donc:
X X

3 e e 3 e“(x-1)

x x? x?2

3. Déterminer les variations de la fonction f sur l'intervalle 0 ; +ool.
On établira un tableau de variations de la fonction f dans lequel apparaitront les limites.
Corrigé:
f'(x) est du signe de (x — 1) car e* > 0 et x> > 0 sur |0, +oo] :
e f'(x)<0sur]0,1]
e ff(x)=0enx=1
e f'(x)>0sur]l,+oo|

Tableau de variations :

X 0 1 +00
ffo| - 0 +
+00 +00
f) |\ /
e

el
Avec f(1) = 1= e.

4. Montrer qu'il existe une unique solution «a €]0;2[ al’équation f(x) =5.
Donner un encadrement de 2 1072 prés.
Corrigé:

* [ est continue et strictement décroissante sur ]0, 1], avec lim f(x) = +ooet f(1) = e = 2.718.
x—0

D’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique solution «a €]0; 1]
a fi(x)=5.
2
e
 f est continue et strictement croissante sur [1,2], avec f(1) = eet f(2) = ) < 5. Alors f(x) =5n'a

pas de solution sur [1;2].

Pour conclure, sur ]0;2], f(x) =5 n’a qu'une seule solution qui est a. 0,25 < a < 0, 26.
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5. On note A la droite d’équation y = —x.
On note A un éventuel point de 6 d’abscisse a en lequel la tangente a la courbe 6 est parallele a la
droite A.
a. Montrer que a est solution de 'équation e*(x—1) + x%=0.
Corrigé :
La tangente & € en a est parallele a A si et seulement si f(a) = —1 (coefficient directeur de A).

x f—
Or f'(x) = LZD.DOHC:
x

e‘(a-1) 3

=-1 < e%a-1)=-a*

> —= e%(a-1)+a’*=0
a

On note g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = e*(x — 1) + x2.

On admet que la fonction g est dérivable et on note g’ sa fonction dérivée.

b. Calculer g’(x) pour tout nombre réel x de I'intervalle [0 ; +oo[, puis dresser le tableau de variations
de g sur [0; +ool.
Corrigé :

gy=e*x-D+e*()+2x=e"(x—1+1)+2x=xe* +2x = x(e* +2)

Sur [0, +o0ol :
e g'(x)=0pourx=0
e g'(x)>0pour x>0 (carx>0ete*+2>0)

Tableau de variations :

X 0 +00
g'(x) +
+00
g(x) /
-1

Avec g(0)=e(0-1)+0%>=1x (1) = —1.
c. Montrer qu’il existe un unique point A en lequel la tangente a 67 est paralléle a la droite A.

Corrigé :
Le coefficient directeur de A est —1 alors la tangente a ‘6 a également comme coefficient directeur
—1,onaalors:
, e“(a—-1) 4 )
flla=-le= ———=-l<=ea-1)+a" =0 g(a) =0.

a
On cherche a > 0 tel que g(a) =0.
* g estcontinue sur [0, +oo
e g(0)=-1<0
e lim g(x)=+oo (car e*(x—1) — +oo et x> — +00)
X—+00
* g est strictement croissante sur [0, +oo[

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique a €]0, +oo[ tel que g(a) = 0.
Donc il existe un unique point A d’abscisse a en lequel la tangente a €y est parallele a A.
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