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Histoire

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) est un mathématicien et physicien francais dont les travaux por-
terent dans tous les domaines mathématiques. Il nous a laissé en particulier la notation f/(z) pour
la fonction dérivée, la notation indicielle u,, pour les suites et le lien entre le signe de la dérivée et le
sens de variation d’une fonction. En arithmétique des entiers, il résolut la difficile équation de Pell
x? — ay? = +1 en introduisant les fractions continues. Aprés avoir succédé a Euler a I’Académie des
sciences de Berlin, il siégea dans la commission du systeme métrique sous la Révolution, il est inhumé

au Panthéon.

1 1 Opérations sur les fonctions dérivables

1.1 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f Définie sur | Dérivable sur Fonction dérivée f’
f @+~ p avec p réel R R flix—0

fra—x R R ffire—1

f:x— mx + p avec m, p réels R R fliz—m
fraxra? R R flix— 22
fraxea? R R [z 322

f :x — "™ avec n entier naturel R R fx— g™t
framg R* R* flrae -5
f:x—x [0; +o00] 10; +00] f’:x»ﬁﬁ
fixe |z R R* fllx)y==1siz<0, fllfx)y=1six>0

Une fonction f définie en a n’est pas forcément dérivable en a, il faut connaitre les deux contre-
exemples de la fonction racine carrée définie mais pas dérivable en 0 et de la fonction valeur absolue
définie mais pas dérivable en 0.
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1.2 Sommes de fonctions dérivables

Propriété
1. Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors la fonction somme u + v,
définie par u + v : x — u(x) + v(x), est dérivable sur ce méme intervalle I.

Pour tout réel x appartenant a I, on a :
(u+v) () = /() + ()

2. Si uw est une fonction dérivable sur un intervalle I et si A est un scalaire c’est-a-dire une
constante réelle, alors la fonction Au définie par Au : x — Au(x) est dérivable sur ce méme
intervalle 1.

Pour tout réel x appartenant a I, on a :

(Au)'(z) = M/ (x)

Plus généralement, les combinaisons linéaires de fonctions puissances, appelées fonctions polynémes,
sont dérivables sur tout intervalle ou elles sont définies.

Exercices
1. Les fonctions polynomes ci-dessous sont dérivables sur R, déterminer leur fonction dérivée.
(a) f1:2+— 2% — 621z + 622;
b) forz—ad -z +x+1;
(¢) fa iz 2+ 422 — 22+ 1;
(d) f1:2 2% —4(x—1).
2. On considere la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(z) = 4y/z — 2 + 2(x — 1). Justifier que g est
dérivable sur ]0; 00| et déterminer sa fonction dérivée.
3. Le coiit de production, en centaines d’euros, de x centaines de litres d’un produit chimique est
modélisé par la fonction C définie sur l'intervalle [0;25] par C(z) = 2> — 3022 + 400z + 100.
(a) Justifier que la fonction C' est dérivable sur [0; 25].
(b) Déterminer sa fonction dérivée C.
(¢) En déduire le colit marginal de production, en euros, de 1000 litres de produit.

1.3 Produit de fonctions dérivables

Propriété
Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors la fonction produit z — u(x)xv(x)
est dérivable sur I et pour tout réel x appartenant a I, on a :
(uxv)(z) =u(z) x v(x) +u(z) x v'(x)

La fonction dérivée de la fonction produit u x v vérifie donc la relation suivante :

(uxv) =u xv+uxv

Exercice
f est la fonction définie sur ]0; +oo| par f(z) = (6y/z — 1)(x3 + z).
On écrit f(x) = u(z) x v(z) avec u: x + 6/ — L et v: x> 23 + .

1. Justifier par régles opératoires, la dérivabilité de f sur |0; 4+o0].
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2. Donner les expressions de u(x), v(x), v'(x) et v'(x) puis écrire f'(z) en fonction de z.
3. Démontrer que pour tout réel z > 0, on a f'(z) = 2122/ — 322 + 9/x — 1.

4. Représenter la courbe de f avec sa calculatrice. Quelle conjecture peut-on faire sur la dérivabilité
de f en 07 Démontrer cette conjecture avec la définition de la dérivabilité en un point.

1.4 Inverse d’une fonction dérivable

Propriété (admise)
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I qui ne s’annule pas sur I alors l'inverse de la
fonction u x > ﬁ est dérivable sur I et pour tout réel z appartenant a I, on a :

() -5

La fonction dérivée de l'inverse % vérifie donc la relation suivante :
1\’ u
Exercice

f est la fonction d’expression f(z) = Wlxq On écrit f(z) = ﬁ

1. Déterminer les racines x1 et xs, avec x1 < 3, de la fonction polyndéme du second degré wu.

1

u

3. Pour tout réel x €]xy;xa[, donner les expressions de u(x) et u/(x) puis exprimer f’(z) en fonction
de u(x) et u'(z).

2. Justifier que f = - est dérivable sur |x;; z2].

1.5 Quotient de fonctions dérivables

Propriété admise

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, telle que v ne s’annule pas sur I, alors

la fonction quotient = +— % est dérivable sur I et pour tout réel x appartenant a I, on a :

(u)’ (2) = o (z)v(x) — u(z)v'(x)

v v2(z)

La fonction dérivée de la fonction quotient 7 vérifie donc la relation suivante :

w\'  wv—ud
v v?

Exercice

633

On considere la fonction f: R — {1} — R, z — £=022,

On considere également les fonctions u et v définies sur R par u : x — 2933 —622 et v: 2 +— 1 — .
1. Justifier que f = % est dérivable sur R — {1}.

2. Soit  un réel différent de 1, déterminer une expression simplifiée de f’(x) (développer et réduire
le numérateur).
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1.6 Dérivée de la composée avec une fonction affine

Propriété
Soit g une fonction dérivable sur un intervalle J et si I est un intervalle tel que, pour tout réel x
de I, mx + p appartient a J, avec m et p des constantes réelles, alors la fonction f définie sur [
par f(z) = g(mz + p) est dérivable sur I et pour tout x € I :

f(x) =m x ¢'(mx + p)

Exercice Soit la fonction g définie sur R par g(x) = (62 — 632)%.
1. Justifier que g est dérivable sur R.
2. Déterminer ¢'(x) pour tout réel z.

3. Déterminer une équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse 1.
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2 Lien entre signe de la dérivée et sens de variation

2.1 Du sens de variation de la fonction au signe de sa dérivée
Activité 1
Sur la figure ci-dessous, Cy est la courbe représentative d'une fonction f dérivable sur R.
Les droites d1,d2,d3 et dy sont tangentes a la courbe Cy respectivement en A, C, D et E.

Répondre aux questions par lecture graphique.
1. La tangente a la courbe Cy au point C' d’abscisse —2 passe par l'origine du repére.

2. La tangente a la courbe C; au point E d’abscisse 4 passe par le point de coordonnées (3;—3).
Déterminer f’(4) puis I’équation de la tangente dy.

3. On admet que f est croissante sur | — co; —4[ et sur [2; +o00]. Dresser le tableau de variations de f.

4. Quel est le signe de f/(0)? et celui du coefficient directeur de la tangente & f au point B?
Conjecturer le signe de la fonction dérivée f’ sur | — oo; —4[.

5. Parmi les trois courbes ci-dessous, déterminer celle qui représente f’. Justifier.

Théoréme 1
Soit f une fonction monotone et dérivable sur un intervalle I de R.

— Si f est croissante sur I alors pour tout € I on a f'(z) > 0.

— Si f est décroissante sur I alors pour tout z € [ on a f'(z) <0.

Théoréme 2 - réciproque du précédent
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

— Si pour tout réel x de I on a f'(x) > 0 alors f est croissante sur I.

— Si pour tout réel x de I on a f/'(x) <0 alors f est décroissante sur I.
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2.2 Caractérisation des fonctions constantes

Propriété 7
f est constante sur I si et seulement si f est dérivable sur I et pour tout réel x de I, f'(z) = 0.

3 Applications

3.1 FEtudes des variations d’une fonction

Méthode
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
Pour étudier les variations de f sur I, on procede ainsi :

— On calcule lexpression de f'(x) et on la factorise.
— On étudie le signe de f/(z) dans un tableau.

— Dans le tableau en dessous du bilan de signe de f'(z),

on rajoute une ligne avec les variations de f.

Exercice

1. Soit la fonction g polynéme du second degré définie sur R par g(z) = 322 — 2z + 1. Déterminer
lexpression de sa fonction dérivée ¢', étudier le signe de ¢’ et en déduire les variations de g.
2. Soit une f une fonction polynéome du second degré définie sur R par f(z) = ax? + bx + ¢ avec
a, b, c des réels et a # 0.
(a) Justifier que f est dérivable sur R et déterminer une expression de f’(z) en fonction de a et
b.

(b) Etudier le signe de f'(z) selon les valeurs de z en distinguant les cas a > 0 et a < 0. Dans
chaque cas préciser la valeur de x ou f atteint un maximum ou un minimum global.

3.2 Extremums d’une fonction et problemes d’optimisation

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

— f admet un maximum local en a s’il existe un intervalle J inclus dans I et contenant a, tel
que pour tout z € J, f(x) < f(a).

— [ admet un maximum global en a si pour tout x € I, f(z) < f(a).

— f admet un minimum local en a s’il existe un intervalle J inclus dans I et contenant a, tel
que pour tout z € J, f(x) > f(a).

— f admet un minimum global en « si pour tout = € I, f(z) > f(a).

Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a un réel qui n’est pas I'une des bornes de I.
Si f atteint un extremum local en a alors f/(a) = 0.
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Exercice
1. Soit la fonction f : x +— x> définie et dérivable sur R.
(a) Etudier le signe de f’ et les variations de f.
(b) Que peut-on dire de la réciproque de la propriété précédente ?
2. Donner un exemple de fonction définie et dérivable sur [0;10] qui atteint son maximum en 0 et
telle que f/(0) # 0.

3.3 Démontrer une inégalité, étudier la position relative de deux courbes

Méthode Soit f et g des fonctions définies et dérivables sur un intervalle I et soit k£ un réel.

— Pour démontrer l'inégalité < Vo € I, f(x) < k >, on peut étudier les variations de f sur I et
démontrer que le maximum global de f sur I est inférieur ou égal a k.

— Etudier les positions relatives des courbes de f et de ¢ équivaut & étudier le signe de f (x)—g(x)
et on peut le faire en étudiant les variations de f — g puis en utilisant les racines de f — g pour
délimiter les intervalles ot le signe de f — g change.

Exercice 1
Soit la fonction f définie sur |0; +o0o[ par f(z) = Vx + 7
x
On veut déterminer si I'inégalité (I) est vraie : < (I) : Vo > 0, f(z) > 1,5 >.
1. Représenter la courbe de f sur sa calculatrice.

Quelle conjecture peut-on faire sur la validité de I'inégalité (I)?
-1
2. (a) Justifier que f est dérivable sur |0; +oo[ et démontrer que pour tout réel z > 0, f/(z) = ;U 7
/T

(b) Etudier les variations de f sur ]0; +ool.
(c) Conclure sur la validité de I'inégalité (I).

Exercice

Soit les fonctions f et g définies sur ]0; +-oc[ par f(z) = 2% + 1 et g(x) = %
1. Représenter les courbes de f et g avec sa calculatrice. Quelle conjecture peut-on faire sur les

positions relatives des deux courbes ?

w3+ —2

—

(b) Etudier les variations de la fonction h définie sur ]0; +oo[ par h(z) = 2° + z — 2.

(c) Calculer h(1) et en déduire le signe de f(x) — g(z) selon les valeurs de x dans ]0; 4o00].

2. (a) Démontrer que pour tout réel x > 0, on a f(x) — g(x) =
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