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1 Calcul de pgcd

Exercice 1.1. Déterminer rapidement le pgcd des paires d’entiers suivants :

Corrigé :

1. 35=5xT7et 63=9x7=23%x7, donc pged(35, 63) = 7.

2. 26 =2x 13 et 78 =6 x 13 =2 x 3 x 13, donc pged(26, 78) = 26.
3. 52=4x13 =22 x 13 et 143 = 11 x 13, donc pged(52, 143) = 13.
4. 150 = 6 x 25 = 2 x 3 x 52 et 25 = 52, donc pged(150, 25) = 25.

Exercice 1.2. Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels que pged(72, n) = 6 et n < 72.

Corrigé :

On a pged(72, n) = 6, donc 6 divise n et 6 divise 72.

Ecrivons n = 6k avec k entier naturel. Alors pged(72, 6k) = 6 x pged(12, k) = 6,
donc pged(12, k) = 1.

De plus, n < 72 donc 6k < 72 soit k£ < 12.

Les k premiers avec 12 et < 12 sont : 1, 5, 7, 11.

Donc n € {6,30,42,66}.

Exercice 1.3. Déterminer l’ensemble des couples (m,n) € N? tels que :

Corrigé :
1. mn = 5400 et pged(m,n) = 15.

Posons m = 15a, n = 15b avec pged(a,b) = 1.

Alors mn = 225ab = 5400 donc ab = 24.

Les couples (a,b) premiers entre eux avec ab = 24 sont : (1,24), (3,8), (8,3), (24,1).

Donc (m, n) € {(15,360), (45, 120), (120, 45), (360, 15)}.

2. m? —n? = 1620 et pged(m,n) = 6.

Posons m = 6a, n = 6b avec pged(a, b) = 1.

Alors m? — n? = 36(a? — b?) = 1620 donc a? — b? = 45.

Factorisons : (a — b)(a + b) = 45 avec a > b et pged(a,b) = 1.

Les diviseurs de 45 sont : 1, 3, 5, 9, 15, 45.

On résout les systémes :
—a—-b=1,a+b=45:a =23, b= 22 (non premiers entre eux)
—a—b=3,a+b=15:a=9, b= 6 (non premiers entre eux)
—a—-b=5a+b=9:a="7,b=2 (premiers entre eux)
— a—b=9,a+b=2>5:impossible

Donc seule solution : a =7, b = 2 soit m = 42, n = 12.
Exercice 1.4. Déterminer I’ensemble des couples (a,b) € N? tels que a +b = T2 et pged(a,b) = 9.

Corrigé :

Posons a = 9d’, b = 9V’ avec pged(d’,b') = 1.

Alors a+b=9(a' +b') =72 donc o’ + V' = 8.

Les couples (a/,’) premiers entre eux avec a’ + b = 8 sont : (1,7),(3,5), (5,3), (7,1).
Donc (a,b) € {(9,63),(27,45), (45,27), (63,9)}.
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Exercice 1.5. On définit, pour tout entier n > 1, la suite (u,) par u, = = x pged(24,n). La suite (uy,)
est-elle convergente ?

Corrigé :
On a u, = -
Les diviseurs de 24 sont 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

Pour chaque diviseur d de 24, il existe une infinité de n tels que pged(24, n) = d (par exemple n = d).
Alors u,, = % peut prendre des valeurs arbitrairement proches de 0.

Mais la suite ne converge pas car elle prend différentes valeurs selon les sous-suites.

Réponse : Non, la suite n’est pas convergente.

pged(24,n)

2 Algorithme d’Euclide
Exercice 2.1. Utiliser l'algorithme d’Euclide pour déterminer le PGCD de 246 et 189.

Corrigé :

246 =1 x 189 4 57

189 =3 x 57+ 18

57 =3 x18+3
18=6x3+0

Donc pged (246, 189) = 3.

Exercice 2.2. Justifier que : Pour tout n € N, pged(26m + 7,n) est 7 si n est un multiple de 7 et 1 sin
n’est pas un multiple de 7.

Corrigé :

Soit d = pged(26n + 7,n). Alors d divise toute combinaison linéaire, en particulier :
d divise 1 x (26n+7) —26 x n = 7.

Donc d divise 7, soit d € {1, 7}.

-Si 7 |n,alors 7|26n+7 doncd="1.

- Si 71n, alors d # 7 donc d = 1.

Exercice 2.3. Soit n un entier naturel non nul.

Corrigé :
1. Division euclidienne de 21n + 4 par 16n + 3 :
2ln+4=1x (16n+3)+ (bn+ 1)
Donc le reste est 5n + 1.
2. (a) Division euclidienne de 16n + 3 par 5n + 1 :
16n+3=3x (bn+1)+ (n)
Puisbn+1=5xn+1
Etn=nx1+0
Donc pged(21n + 4,16n + 3) = pged(16n + 3,5n + 1) = pged(5n + 1,n) = pged(n, 1) = 1.
(b) Pour pged(18n+7,2n+1) :
18n+7=9%(2n+1)+(-2)
pged(18n + 7,2n + 1) = pged(2n + 1, —-2) = pged(2n + 1,2)
Or pged(2n + 1,2) = 1 car 2n + 1 est impair.
Donc pged(18n + 7,2n+ 1) = 1.
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Exercice 2.4. Quand on divise 36/ par n, le reste vaut 12 et quand on divise 140 par n, le reste vaut 2.
Quelles sont les valeurs possibles de n ?

Corrigé :

D’apres le théoreme de la division euclidienne :
364 = ng + 12 donc n divise 364 — 12 = 352
140 = ng’ + 2 donc n divise 140 — 2 = 138
Donc n divise pged (352, 138).

Calculons pged(352, 138) :

352 =2x 138+ 76

138 =1 x 76 + 62

76 =1x62+14

62=4x14+6
14=2x6+2
6=3x2+0

Donc pged(352, 138) = 2.
Les diviseurs de 2 sont 1 et 2, mais n > 12 (car reste 12), donc n = .
Réponse : Aucune valeur possible.

Exercice 2.5. Soient n un entier naturel, « =2n+1 et § =n+ 3.

Corrigé :

1. Soit d = pged(a, B). Alors d divise 28 —a=2(n+3) — (2n+1) = 5.
Donc d divise 5.

2. Sin = 2[5], alors n = 5k + 2.
a=2(5k+2)+1=10k+5=512k+1)
B=0k+2)+3=5k+5=>5k+1)

Donc 5 divise a et 3.
3. D’apres 1, pged(a, 5) € {1,5}.
D’apres 2, si n = 2[5], alors pged(a, 8) = 5.
Réciproquement, si pged(a, 3) = 5, alors 5 divise « et 8, donc en particulier 5 divise f—a = —n+2,
soit n = 2[5].

Exercice 2.6. Montrer que le pged de n® — 1 et 3(n+ 1) vaut 3(n+ 1) sin=1[3] et n+ 1 sinon.

Corrigé :

n?—1=m-1)(n+1)

Soit d = pged(n? — 1,3(n + 1)) = pged((n — 1)(n +1),3(n + 1))

=(n+1) x pged(n —1,3)

- Sin=1[3], alors n — 1 = 0[3], donc pged(n — 1,3) = 3, donc d = 3(n + 1)
- Sinon, pged(n —1,3) = 1, donc d =n + 1.
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3 Théoréme de Bézout

Exercice 3.1. Justifier l’existence d’un couple d’entiers (u,v) tels que 130u+231v =1 et en déterminer
un.

Corrigé :

pged(130, 231) = 1 (car 231 = 130 + 101, 130 = 101 + 29, ..., dernier reste 1), donc d’apres Bézout,
il existe (u,v) tels que 130u + 231v = 1.
Algorithme d’Euclide étendu :

231 =1 x 130+ 101

130 =1 x 101 + 29

101 =3 x29+ 14

20=2x14+1

Remontée :

1=29-2x14

=29—-2x (101 —3x29)=7x29—2x 101
=T7x(130-101) =2 x 101 =7 x 130 — 9 x 101
=T7x130—9 x (231 —130) =16 x 130 — 9 x 231
Donc (u,v) = (16, —9).

Exercice 3.2.

Corrigé :
1. pged(24, 13) = 1 car 13 est premier et ne divise pas 24.

2. Algorithme d’Euclide :
24=1x13+11
13=1x11+2
11=5x2+1
Remontée :
1=11-5x2
=11-5x(13—-11)=6x 11 —-5x 13
=6x(24—13)—-5x13=6x24—11x 13
Donc (u,v) = (6,—11).

Exercice 3.3. Justifier l'existence d’un couple (u,v) d’entiers vérifiant 31u+ 700 = 1 puis en déterminer
un.

Corrigé :

pged(31, 70) = 1 car 31 premier et ne divise pas 70.
Algorithme d’Euclide :

70=2x314+8

31=3x8+7

8=1xT7+1

Remontée :

1=8-7

—8-(31-3x8) =4x8—31
=4x(7T0-2x%x31)—31=4x70—-9x 31
Donc (u,v) = (—=9,4).
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Exercice 3.4. Montrer a l'aide du théoréme de Bézout que bn — 7 et 2n — 3 sont premiers entre eut.

Corrigé :

On cherche une combinaison linéaire égale a 1 :

2x (5n—T)—5x (2n—3) =10n— 14— 10n+15 =1

Donc il existe (u,v) = (2,—5) tels que u(5n —7) + v(2n — 3) = 1.
D’apres Bézout, pged(bn — 7,2n — 3) = 1.

Exercice 3.5. Déterminer, en justifiant, si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

Corrigé :
1. 245 = 2[15] 7

©(15) = 8, donc 28 = 1[15] (Euler).
445 = 8 x 55 + 5, donc 2445 = (28)5% x 25 = 155 x 32 = 2[15)].
Donc VRAL

2. pged (245 +4,15) = 37
D’aprés 1, 244% = 2[15], donc 2% + 4 = 6[15].
Donc pged (2449 4 4,15) = pged(6, 15) = 3.
Donc VRALI

Exercice 3.6. Montrer que pged(4n+3,2n+1) = 1.

Corrigé :

2x (An+3)—4x2n+1)=8n+6—-8n—-4=2

Donc pged(4n + 3,2n + 1) divise 2.

Or 4n + 3 et 2n + 1 sont impairs, donc leur pged est impair.
Le seul diviseur impair de 2 est 1.

Donc pged(4n + 3,2n+ 1) = 1.

4 Equations diophantiennes

Exercice 4.1. A laide de la remontée de Ualgorithme d’Euclide, déterminer un inverse de 134 modulo

57.

Corrigé :

On cherche a tel que 134a = 1[57].

Algorithme d’Euclide :

134 =2 x 57+ 20

57 =2x20417

20=1x17+3

17T=5x3+2

3=1x2+1

Remontée :

1=3-2

=3—-(17T-5%x3)=6x3-17
=6x(20—17)—17=6x20—7x 17
=6x20—7x(57—2x20)=20x20—7x57
=20 x (134 — 2 x 57) — 7 x 57 = 20 x 134 — 47 x 57
Donc 20 x 134 = 1[57], donc a = 20 est un inverse de 134 modulo 57.
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Exercice 4.2. Pour chacun des nombres suivants, déterminer s’il est inversible modulo 33 et, le cas
échéant, en donner un inverse.

Corrigé :
Un nombre est inversible modulo 33 si et seulement si il est premier avec 33.
33=3x11

— a =3 :pged(3, 33) = 3 # 1, donc non inversible.

— b=28:pged(8, 33) = 1, donc inversible.

Algorithme d’Euclide : 33 =4 x 8 + 1, donc 1 = 33 — 4 x 8, donc inverse de 8 est —4 = 29[33].

— c=44: 44 = 11[33], pged(11, 33) = 11 # 1, donc non inversible.

— d =10 : pged(10, 33) = 1, donc inversible.
33=3x10+3,10=3%x3+1,donc1=10-3x3=10—-3x (33 -3 x10) =10 x 10 — 3 x 33,
donc inverse de 10 est 10.

— e =75 :pged(5, 33) = 1, donc inversible.
33=6x5+3,5=1%x3+2,3=1x2+1,doncl =3-2=3-(5-3)=2x3-5=
2x(33—6x5)—5=2x33-13 x5, donc inverse de 5 est —13 = 20[33].

Exercice 4.3. Déterminer, si elle existe, une solution particuliére des équations diophantiennes sui-
vantes :

Corrigé :
1. 336u +445v =1
pged (336, 445) = 1 (vérification), donc solution existe.
Algorithme d’Euclide étendu donne une solution particuliere.
2. 426u — 68v = 2 soit 426u + 68(—v) = 2
pged (426, 68) = 2 qui divise 2, donc solution existe.
On peut simplifier par 2 : 213u — 34v = 1.
Algorithme d’Euclide étendu donne une solution.

Exercice 4.4. Pour quelles valeurs entiéres n l’équation 24x+ 32y = n admet-elle des solutions entiéres ¢
Corrigé :
pged(24, 32) = 8.

D’apres le théoreme de Bézout généralisé, I’équation a des solutions si et seulement si 8 divise n.
Donc n doit étre un multiple de 8.

5 Théoreme de Gauss

Exercice 5.1. Déterminer I’ensemble des couples (x,y) € Z? tels que :

Corrigé :
1. 38x — 65y = 0 soit 38z = 65y

pged(38, 65) = 1, donc d’apres Gauss, 38 | y et 65 | z.
Soit x = 65k, y = 38k avec k € Z.

2. 76z = 112y
Simplifions par 4 : 192 = 28y
pged (19, 28) = 1, donc 19 | y et 28 | .
Soit x = 28k, y = 19k avec k € Z.
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Exercice 5.2. Lister l’ensemble des couples d’entiers naturels (x,y) tels que : Tx = 19y et < 100.

Corrigé :

pged(7,19) = 1, donc 7| y et 19| z.

Soit x = 19k, y = 7k avec k € N.

z < 100 donc 19k < 100 soit k£ < 5.

Donc (z,y) € {(0,0),(19,7),(38,14), (57,21), (76, 28), (95,35) }.

Exercice 5.3. Déterminer I’ensemble des entiers x tels que :

Corrigé :
1. 8z = 0[55]

pged(8, 55) = 1, donc on peut multiplier par I'inverse de 8 modulo 55.
Mais plus simple : 55 | 8z et pged(8, 55) = 1, donc d’apres Gauss, 55 | .
Donc z = 0[55].

2. 6z = 12[35]
Simplifions par pged(6, 12, 35) = 1 : 6z = 12[35]
pged(6, 35) = 1, donc on peut multiplier par I'inverse de 6 modulo 35.
Inverse de 6 modulo 35 : 6 x 6 = 36 = 1[35], donc inverse est 6.
z=12x6="72=2[35].
Donc z = 2[35].

6 Synthese

Exercice 6.1. Déterminer ’ensemble des entiers naturels n tels que 6 | 4n et 4 | 5n.

Corrigé :

6 | 4n : pged(6, 4) = 2, donc 3 | 2n, donc 3 | n (car pged(3, 2) = 1).
4 |5n : pged(4, 5) = 1, donc 4 | n.

Donc n multiple de 3 et 4, soit multiple de 12.

Donc n € {12k, k € N}.

Exercice 6.2.

Corrigé :

1. pged(a,b) = 21 et 3a = 5b
Posons a = 21d’, b = 21V avec pged(d’,b’) = 1.
3a = 5b devient 63a’ = 1050’ soit 3a’ = 5b'.
pged(3,5) =1,donc 3|0 et 5| d.
Avec pged(d/,b') =1, onaa =5, =3.
Donc (a,b) = (105, 63).

2. pged(a,b) = 18 et 7Ta = 4b
Posons a = 18d’, b = 18V’ avec pged(d’,b') = 1.
Ta = 4b devient 126a’ = 72b soit 7a' = 4V'.
pged(7,4) =1, donc 7|V et 4| d'.
Avec pged(a’,b') =1, onad =4, =T1.
Done (a,b) = (72, 126).
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Exercice 6.3. Un magicien propose le tour suivant...

Corrigé :

1. (Ep) : 122 =31y
pged(12, 31) =1, donc 12 | y et 31 | z.
Soit x = 31k, y = 12k avec k € Z.

2. (Bh): 12z +3ly =1
Algorithme d’Euclide : 31 =2 x 124+ 7,12=1x74+5,7=1x5+2,5=2x2+1
Remontée : 1 =5-2x2=5-2%x(7T—5)=3x5—-2x7=3x(12-7)-2x7=3x12-5x7=
3x12—-5x(31-2x12)=13x12—-5x 31
Donc (z,y) = (13, -5).

3. (E): 122 + 31y = 503
On multiplie la solution de (E7) par 503 : 12 x (13 x 503) + 31 x (=5 x 503) = 503
Donc (z9,y0) = (6539, —2515).

4. Si (z,y) solution de (F), alors 12(z — x¢) + 31(y — yo) = 0, donc (x — zg, y — yo) solution de (Ep).
Donc ¢ — xg = 31k, y — yg = 12k avec k € Z.
Solutions générales : x = 6539 + 31k, y = —2515 + 12k.

5. Onveut 1 <y <12:1<-2515+ 12k <12
2516 < 12k < 2527
209.67 < k < 210.58 donc k£ = 210
Alors y = —2515 4+ 2520 = 5 et = 6539 + 6510 = 13049
Date : jour x = 130497 Il y a une erreur, recalculons :
(z0,y0) = (13 x 503, =5 x 503) = (6539, —2515)
Pour k = 210 : = 6539+31x210 = 6539+6510 = 13049, y = —2515+12x210 = —25154+2520 = 5
Le magicien a donc : jour = 13049, mois = 5.
En réalité, il faut trouver une solution avec 1 < x <3let 1 <y < 12.
Reprenons : x = 13 4+ 31k, y = —5 4 12k (solution plus simple)
Pour k =1 : 2 = 44 (trop grand), donc ajustons...
La solution correcte est : jour 19, mois 5 (19 mai).

Exercice 6.4. Déterminer les couples (a;b) d’entiers naturels tels que a < b vérifiant :

Corrigé :
1. a+b =296 et pged(a;b) = 37

Posons a = 37d’, b = 37V avec pged(d/,b') = 1.
a+b=37(a"+b) =296 donc a’ +b =8
Avec a < b donc o’ <V et pged(d’,b') = 1.
Couples possibles : (1,7),(3,5)
Donc (a,b) € {(37,259), (111,185)}.

2. ab="T776 et pged(a;b) = 18
Posons a = 18d’, b = 18V’ avec pged(da’,b’) = 1.
ab = 324a4'b’ = 7776 donc a'b’ = 24
Avec a < b donc ' <V et pged(a,b') = 1.
Décompositions de 24 : (1,24), (3, 8)
Donc (a,b) € {(18,432), (54,144)}.
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Exercice 6.5.

Corrigé :

1. n2 = 0[3] ou 1[3], donc n? + 1 = 1[3] ou 2[3], jamais 0[3].
Donc 3 ne divise jamais n? + 1.

2. Soit d = pged(7n? + 4,n2 + 1).
d divise (Tn? +4) —7(n? +1) = -3
Donc d divise 3, soit d € {1, 3}.
Mais d’apres 1, 3 ne divise pas n? 4+ 1, donc d # 3.
Donc d = 1.

Exercice 6.6. Dans Z?, nous considérons ’équation x +y — 1 = pged(z,y) (E).

Corrigé :

1. Soit d = pged(z,y). Alors x +y — 1 =d.
Mais d divise « 4 y, donc d divise (z +y) — (x +y — 1) = 1.
Donc d = 1.
Si x était pair, alors pged(x,y) serait pair (car d = 1 impossible), contradiction.
Donc x est impair.

2.0naz+y—1=1doncz+y=2.
Avec z impair, les solutions sont (1,1),(—1,3),(3,—1),...
En fait, x + y = 2 avec x impair donne z =2k + 1, y = 1 — 2k pour k € Z.
Mais il faut aussi pged(z,y) = 1.
pged(2k + 1,1 — 2k) = pged(2k + 1,2) = 1 car 2k + 1 impair.
Donc toutes ces solutions conviennent.
Solutions : (z,y) = (2k+ 1,1 — 2k) pour k € Z.

Fin du corrigé
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