Lycée Saint Joseph - Bruz Corrigé du Test n° 1 Mercredi 17 Septembre 2025

EXERCICE 1 4 points

Démontrer par récurrence 'inégalité de Bernouilli: " a>0,VneN,(1+a)" =1+ na".

Corrigé:

Soit Z,en:"a>0,VneN,(1+a)" =1+ na".

Initialisation

Pourn=0,ona:(1+a)®=1 et 1+0xa=1Donc(1+a)=1+0x a.Linégalité est vraie au rang 0.

Hypothese de récurrence

Supposons que pour un rang k € N fixé, on ait: (1+ a)” =1+ na (hypothése de récurrence)
Hérédité

Montrons qu'aurang k+1,ona: (1+ a1l >1+(k+1a

Ona:

1+a)*=1+ka
I+a)fx1+a)=0+ka)1+a) (carl+a>0)
A+a)'>1+a+ka+ka®=1+a+ka (car ka®=0)

A+a**'>1+a+ka=1+alk+1)

1+a)f'21+(k+Da

Alors &y, est vraie et 27 est héréditaire.
Conclusion : Par le raisonnement par récurrence, 'inégalité de Bernouilli est vraie pour tout n € N.

EXERCICE 2 3 points

1
Soit la suite (u;) définie sur N par: uy = —2 et pour tout n €N, U, = Eu" +3.

Montrer par récurrence que : VneN, u, <6

Corrigé
Soit @ en:" Uy, <6".
Initialisation : Pour n =0, on a up = —2 < 6. La propriété est vraie au rang 0.

Hypothese de récurrence
Supposons que pour un rang k € N fixé, on ait : uy <6

Hérédité
Montrons qu'aurang k+1, on a U4 <6.
Ona:
U <6
—Up<3
1
—uUp+3<6
2
Uk+1 <6

Alors &P, est vraie et ;. est héréditaire.

Conclusion : Par le raisonnement par récurrence, Vn e N, u, <6.
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EXERCICE 3

3 points

Soit (u,) la suite définie par ug =2 et, pour tout n € N, u,+1 =2u, —3.
Démontrer par récurrence que u, =3 —2" pour tout n € N.
Corrigé:
Soit Pyen:" U, =3 -2"".
Initialisation: Pour n =0,0na:

up=2 et 3-2°=3-1=2
Donc ug = 3 -2°. La propriété est vraie au rang 0.

Hypotheése de récurrence
Supposons que pour un rang k € N fixé, on ait : u; =3 -2

Hérédité :
Montrons qu'aurang k+1,on a ug;; =3 — 2k+1,
Ona:

Uk+1 = 2Uk—3
=233-25-3 (d’apres 'hypothese de récurrence)

Alors &2, est vraie et 27 est héréditaire.

Conclusion : Par le raisonnement par récurrence, Vn e N, u, =3 —2".
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