Chapitre 12 — APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

1) PRODUIT SCALAIRE ET NORME

Propriété

Soit U et ¥ deux vecteurs. On a:
- > 1 — - — - - o> 1 — - — -
u.v = ;(Ilull2 + 19112 = [lu = 7|*) u.v=(llu+ U2 — [[ull® = 1911%)

1 — - — -
J A1+ 9012 =1l = 91%)

- -
u.v

Démonstrations :

Formule 1 : Formule 2 : Formule 3 :
i - 911? = (u - v)? 4+ 9|* = (U + v)? i+ 9)1? — |lu - 91> = (@ + 9)* — (U — v)°
= 4% — 2U.V + v? =% + 2U.¥ + v? =(@+)+@-D)(@+D) - @-D))
i = v|I* = [|ull? — 229 + ||9]|? I + v1I1> = ||dl|* + 2u. ¥ + ||7]|? = (21)(29)
20.v = |[ull® + 191> — [lu — oI 2u.v = ||lll® + |19]1* — |l + v||? = 4.7
Donc: Donc: Donc:
ﬁ’-5=§(llﬁllz+ 15112 = |1i — 9]1%) i {}:1(”1—14_{;”2 —IZ1I% = 1B112) ﬂ.ﬁzl(||ﬂ+17||2 — |l = 9)1%).
. > 2

—_—

Conséquence : avec il = AB et ¥ = AC ,onobtient: AB.AC = %(AB2 + AC? — BC?)

2) THEOREME D’AL-KASHI

Ce théoréme porte le nom persan du début du XVe siécle Ghiyath ad-Din Jamshid
Mas ud al-Kashi (env. 1380 — 1430)), mathématicien de I'’école Sarmacande, qu'’il
énoncga dans son ceuvre « Miftah al-hisab » (« Les clés de I'arithmétique »).

Le théoréme a été popularisé en occident par Francois Viete au XVle siécle. Le
théoréme est également connu sous le nom de loi des cosinus.

Vidéo : https://www.youtube.com/embed/mEHMfiW 4tdM?vq

Soit un triangle ABC, dans lequel on utilise les notations usuelles
exposeées sur la figure ci-contre. Alors les égalités suivantes sont vérifiées :
c? =a?+ b% — 2ab cos(y)

a? = b? + c? — 2bc cos(a)

b? = a? + ¢ — 2ac cos(B)

Démonstration
¢t = ||Z§||2 d’aprés la relation de Chasles
¢? = [c + CB|" = ||cB - cA||
= |[cB||" - 2 x CB.C4 + |[cA||
= CB? — 2 x CB X CA X cos(ACB) + CA?

= a? — 2ab cos(y) + b?
= a? + b? — 2ab cos(y) De méme, obtient : a®> et b?

Remarque : Siy = g ou ABC est rectangle en C

alors c?2 = a? + b% — 2abcos(§) =a?+b?—2ab x 0 =a?+ b?,
nous retrouvons alors 'égalité du théoréme de Pythagore.



https://www.youtube.com/embed/mEHMfiW4tdM?vq

Exemple : Soit un triangle ABC tel que AB = 8, AC = 3 et BAC = 55°.
Calculer une valeur approchée de BC a 1072 prés.

On pose BC =a, CA=b, AB =c, alors :
a? = b% 4 ¢? — 2bc cos BAC

=32 4+8%2—-2x%x3x8xcos55= 45,468
Donc a = /45,468 = 6,74.

3) EQUATION DE DROITE

Définition

Soit d une droite du plan muni d’un repére orthonormé (0;7; ).

On appelle vecteur normal 7 a une droite d, un vecteur non nul orthogonal a un vecteur directeur # de d.
1

Exemple: Soit d la droite d’équation cartésienne 2x — 3y — 6 = 0. Le vecteur ﬁ( 3

) est-il un vecteur
normal a cette droite d ?

Un vecteur directeur de d est i (3)

Calculons:d.fi =xx"+yy' =3x(-2)+2%x3=—-6+6=0.

3 ) est un vecteur normal de d.

Ainsi, 1 et 71 sont orthogonaux, donc le vecteur ?1(

Propriétés

Une droite de vecteur normal 71(a; b) admet une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0 ol ¢ est

un nombre réel & déterminer.
. . . , - (a
Réciproquement, la droite d d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 admet le vecteur n( ) pour vecteur

normal.

Démonstrations :
Pour la propriété directe : Soit un point A(x,; y,) de la droite d.

X=X

M (x; y) est un point de d si et seulement si AM (y_yA

) et 7i(};) sont orthogonaux.

S AM.i=0

< alx —xy) +b(y—yA) =0

< ax + by — ax, — by, = 0, en posant ¢ = —ax, — by, on obtient alors ax + by + ¢ = 0.

Pour la réciproque : Si ax + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de d alors ©(—b; a) est un
vecteur directeur de d.
Le vecteur 7(§) vérifie : —b X a + a x b = 0. Donc les vecteurs i et ¥ sont orthogonaux.

Exemple (précédent) : Soit d la droite d’équation cartésienne 2x — 3y — 6 = 0.

Onlit: a = 2 et b = —3 alors le vecteur 7, (_23) est un vecteur normal a cette droite d. De plus, ﬁ(_Bz)

colinéaire a 7, est un autre vecteur normal a la droite d.




4) EQUATION DE CERCLE

Théoreme de la médiane

A, B, M sont trois points. Notons I le milieu de [AB].

Alors : MA.MB = MI? — ATBZ.

Démonstration

On a d’aprés la relation de Chasles : MA = Mi + I4 et MB = MI + IB.

Dot MA.MB = (MI + IA).(MI + 1B)
= Mi? + MI.IB + IA.Mi + IA.TB
= MI? + MI.(IB + IA) + IA x IB x cos AIB
= MI? +m.6+%x%><cosn
g2 AB\ 2
=MIZ+0+(2) x (-1

On a donc : MA.MB = MI? —%.

Théoréme

L’ensemble des points M tels que MA.ME = 0 est le cercle de diamétre [AB].

Démonstration
N 2
Ona:MA.MB =0 < MI? - % = 0 d’aprés le précédent théoréme.

2
o MI? = % o MI = % Donc M appartient au cercle de centre I et de rayon %, c'est-

a-dire le cercle de diamétre [AB].
Exemple : Déterminer I’équation du cercle de diamétre [AB] avec A(1;—2) et B(3;4)
M (x;y) appartient au cercle de diamétre [AB] avec A(1; —2) et B(3;4) si et seulement si
mm—o@("*) ("_3)—0@( D=3+ G+ —4) =0
: - y+2) \y—4)" x o Y Y B
©x?—x—-3x+3+y*—4y+2y—8=0

Donc une équation du cercle est : x> —4x + y2 — 2y —5=10

Equation de cercle

On appelle ¢(Q,r) le cercle de centre Q(xq; yq) et de rayonr.
OM? = r?

My ee@nef, T L

Exemple : Déterminer une équation du cercle de centre Q(—1;5) et derayonr =3

L’équation du cercle est : (x — (—1))2 +(y—=5)2=3% donc (x+1)>+(y—5)2=9



