Chapitre 13 — FONCTION EXPONENTIELLE

A visualiser en introduction https://youtu.be/yZIsQP5jxZE

1) DEFINITION ET PROPRIETES ALGEBRIQUES

a. Lafonction exponentielle

Propriété et définition (admises)

Il existe une, et une seule, fonction f définie et dérivable sur R telle que :
Pour toutréel x, f'(x) =f(x) et f(0)=1

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp: x +— exp (x)

On note alors : exp’(x) = exp (x) etexp(0) =1

b. Propriétés algébrigues

Théoréme (relation fonctionnelle)

Pour tous x et y réels, exp(x + y) = exp (x) X exp ().

exp (x+y)

Preuve : Soit g la fonction définie sur R par g(x) = oxp ()

car exp(x) ne s’annule pas

g est dérivable sur R et comme g est de la forme d’un quotient :

exp’ (x+y)xexp(x)—exp (x+y)xexp’ (x)
(exp (x))?

g'(x) =

orexp’'(x+y) =exp(x+y) etexp'(x) =exp (x)

exp(x+y)xexp(x)—exp (x+y)xexp(x) 0
(exp (x))? B

g'(x) =

La fonction g a pour dérivée la fonction nulle, g est donc constante sur R.

exp (0+y)

De plus : g(0) = Py exp(y) car exp(0) =1
Alors pour tout réel x, g(x) =exp (y) & % =exp ()
Donc : exp(x + y) = exp (x) X exp (y)
Propriété
Pour tous x et y réels : exp(—x) = expl(x) et  exp(x—y) = %
Preuves :

= exp(—x) X exp(x) = exp(—x+x) =exp(0) =1 & exp(—x) = avec exp(x) ne s’annule pas

exp (x)

1
= expCr—) = exp(x + () = exp(x) X exp(—y) = exp(x) X i = 22
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c. Lien avec les suites géométrigues

Propriété (admis)

Soit a un réel et (u,,) la suite de terme général exp (na) ou n est un entier naturel.
e La suite (u,) est une suite géométrique de premier terme u, = 1 et de raison exp (a).

e Pour tout entier n et tout réel a : exp(na) = (exp (a))"

En effet: Soit u, = exp(na) = exp(a+a+ -+ a) =exp(a) X exp(a) X ... X exp(a) = (exp (a))"
u, =1xq" avec q = exp (a)
d. Notation e*
En 1728, EULER utilise pour la premiéere fois la notation e pour 'image de 1 par la fonction exponentielle :

exp(l) = e| Ce nombre e est voisin de 2,718.

Les propriétés démontrées précédemment permettent d’écrire : en prenanta = 1

exp(n) =exp(nx1)= (exp(l))n =e" pour n entier.

On admet que pour x réel, exp(x) = e*.

De ce fait, les propriétés précédentes déja démontrées s’écrivent :

e’ =1 et Pourtous réels x et y et n entier :

a
Xty = e* x @Y eX Y = e . e = (ex)n.

= e_b i

Exemples : exp(3) X exp(7) = exp(3 + 7) = exp(10) peut donc s’écrire e3 x e’ = 377 = ¢10
(63’4)2 = 34%X2 — 68
(97)4X€3 67X4X€3 628Xe3 — 828+3_4 — 27

Simplifier : = = e

e* et e*

2) ETUDE DE LA FONCTION EXPONENETIELLE

a. Signe et variation

Propriétés : Ty
i) La fonction exponentielle x — e* est strictement positive.

ii) La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est - /

égale a elle-méme. Ona: (e¥)' = e* 1/
&

i) La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. Lt
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Preuves : i) pour tout réel x: e* = e**z = (ei) or un carré est toujours positif alors : e* > 0
De plus on sait que exp(x) ne s’annule pas alorsona:e* >0
i) Par définition de la fonction exponentielle : exp’(x) = exp (x). On note : (e¥)’ = e*
iif) On a pour tout réel x : (e*)" = e*

or e* > 0 donc la fonction exponentielle est croissante sur R.

On en déduit :

X -0 0 +
b. Résolutions d’équations et inéquations
Propriétés
Pourtousréelsaeth,ona: e*=e?P <a=»b et e*<elsac<h
En effet, la fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
Exemples : Résoudre dans R
eSx—l — ex+2 = 3x _ 1 =x+4+ 2 62x+1 = —§ 62x+1 < 1 = 62x+1 < eO
©3x—x=1+2 Un exponentiel est strictement ©2x+1<0
& 2x =3 positif alors cette équation e 2x = -1
o x= 3 n'admet pas de solution. ox < _1
2 - 2

c. Dérivée de lafonction x — exp(ax + b)

Propriétés
Soient a et b deux réels.

La fonction x — e™*b définie et dérivable sur R.

, !
Et pour tout réel x : (e®**P) = qe®**b

Preuves : d’aprés le Chapitre 11, exp (ax + b) est la composée de la forme g(ax + b) avec
g(x) = exp (x) fonction exponentielle dérivable sur R.
Onsaitque : (g(ax + b)) =ax g'(ax+b) org'(x) =exp'(x) =exp(x) = g(x)
Alors: (g(ax + b)) = a x g(ax + b)
Donc (e®*?)’ = a x e®**b
Exemples : Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = e?**1. Etudier le sens de variation de f.
flx) = 2p2x+1
Pour tout réel x: e?**1 > 0 et2 > 0 par produit: 2e?**1 > 0

Dou: f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur R.
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