Chapitre 09 — FONCTIONS DERIVEES

1) FONCTIONS DERIVEES
a) Notion de fonction dérivée

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I

Si, f est dérivable en tout réel a de I, on dit que f est dérivable sur I'intervalle I.

La fonction, qui a tout réel x de I, associe le nombre réel f'(x) est appelée fonction dérivée de f.

Cette fonction est notée f' et est définie sur I par f':x — f'(x).

b) Fonctions dérivées de fonctions usuelles

& ) Fonction f Fonction dérivée f' sur l'intervalle
© ©
o vf constante F(x) = k avec k réel fl(x)=0 R
affine f(x) = mx + p avec met p réels f'(x) =m R
carré flx) =x2 f'(x) = 2x R
On généralise puissance f(x) = x™ avec n > 2 entier f'(x) = nx™? R
. 1 1
inverse f(x)=- flx)=-= ]—o0; 0[ ou ]0; +oof
X X
: ) , 1
racine carrée f(x) =+x fllx) =——= 10; +oo[
2Vx

Démonstration pour la fonction carrée

On pose f:x — x? sur l'intervalle R

Pour tout a > 0 et tout réel h non nul, on a:

_ 2_ .2 2 2_ 2
f(a+h)—f(a) _ (a+h)“-a _a +2ah+h“-a _ h(2a+h) —2a+h
h h h h

ainsi ;lirrtl)(Za +h) =2a

Donc f est dérivable sur R et f'(x) = 2x pour tout x de R

Démonstration pour la fonction inverse

On pose f:x +— i sur l'intervalle ]0; +oo[

Pour tout a > 0 et tout réel h non nul et distinct de (—a) ,ona:

1 1 a—(a+h)
flatW)-f(@) _ gsh a _ aa+h) _ a-a-h _ 1
h h h ah(a+h) a%+ah
ainsi lim — =-1
h—0 a?+ah a?

Donc f est dérivable sur ]0; +oo[ et f'(x) = —% pour tout x de 10; +oo[



2) OPERATIONS SUR LES DERIVEES

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle I et k un nombre réel constant.

a) Dérivée d’'une somme

@

o) Proprieté Dérivée de u + v
\ J La fonction somme u + v définie sur I est dérivable surIetona: (u+v) =u' +v'

[
[

Exemple

f(x)=2x3+5x—4

estde laformeu +v avec u=2x3 et v=5x—4
u' =2 x3x? = 6x? v' =5

Or(u+v) =u'+v doncf'(x) =6x>+5

b) Dérivée d’'un produit par une constante réelle

Ve o Propriété Dérivée de ku
\ 'J”? La fonction ku définie sur I est dérivable surIetona: (ku)' = ku'
Exemple
f(x) = x°2 - 3x)
est de laforme uv avec  u=x® et v=2-3x

u' = 5x* v'=-3
Or (uv) =u' +v' donc f'(x) = 6x%+5

c) Dérivée du produit de deux fonctions

7‘? Propriété Dérivée de uv

\f "VJ La fonction u v définie sur I est dérivable surIetona: (uv)' = u'v+ uv’
Exemple
f(x) = x5(2 — 3x)
est de la forme uv avec  u = x° et v=2-3x

u' = 5x* v =-3
Or(uv)' =u' +v' donc f'(x) =6x2+5

d) Dérivée du quotient de deux fonctions

- Propriété Dérivée de %
{ L
v 'Jl’? . U e . , . , w\'  dWv-uvr
. La fonction - définie sur I est dérivable sur I et v ne s’annulant pas surI etona: (;) =0
Exemple :
2x-5
g(x) ~ X215

estdelaforme%avec u=2x—-5 et v=x2+5

u' =2 v =2x

2x(x%45)-(2x—-5)x2x _ 2x2+10—4x2+10x _ —2x2+10x+10
(x2+5)2 - (x2+5)2 T (x2+5)2

or (E)I = u":;"” donc f'(x) =

v



Cas particulier : dérivée de l'inverse d’'une fonction

L 1
Propriété Dérivée de -

I

\' »“f )
~d € . 1 P ;. y 1
o, La fonction - définie sur I est dérivable sur I ne s’annulant pas surIetona: (;) =—

Démonstration : il suffit d’appliquer la formule de la dérivée d’un quotient de deux fonctions

. . N s oo (1) oxv—1x -
avec u la fonction constante égale & 1. Alors : v’ = 0. D'ou : (;) ===
Exemple
1
g(.X') - x3-6
1
estde laforme —~ avec v = x3—6
v’ = 3x?
1\ -w / _2x(x2+45)—(2x-5)x2x _ 2x2+10—4x2+10x _ —2x%+10x+10
or (v) o2 donc f"(x) = (x2+5)2 - (x245)2 T (x2+5)2

e) Dérivée de la fonction composée avec la fonction affine

Certaines fonctions ne peuvent pas étre écrites comme somme, produit ou quotient de fonctions
usuelles.

Une autre opération sur les fonctions existe : la composition.
Exemple : f est définie sur ]—%; +oo[ par f(x) =vV2x+1

Pour calculer f(x) , on calcule d’abord 2x + 1 puis la racine carrée de ce réel.
f est 'enchainement de deux fonctions :

x — 2x + 1 fonction affine positive sur ]—%; +oo[ suivie de g définie et dérivable
sur ]0; +oo[ par g(X) = VX
Ona: f(x)=v2x+1=gQ2x+1)

[— ] —— R
x ——» 2x+1
X — g(X)
x > g(2x+1)

Propriété (admise) Dérivée de g(ax + b)

Ufg Si la fonction g est dérivable sur J, la fonction définie sur I par x — g(ax + b) est dérivable sur I

etona: (g(ax+ b)) =axg'(ax+b)

Exemple
f(x)=+V2x+1
estdelaforme g(2x+1) avec g(x)=+x et ax+b=2x+1

, 1
g =5%= a=2
1 1

Or (glax+ b)) =axg'(ax+b) doncf'(x)=2x PN rzs o=




OPERATIONS SUR LES DERIVEES - DEMONSTRATIONS

Démonstration 1

fla+h)-f(a) _ (u+v)(a+h)-(u+v)(a) _ ula+h)+v(a+h)-u(a)-v(a) _ u(a+h)-u(a) , v(a+h)-v(a)

n h h h h
ainsi }lin(l) u(a+h;_u(a) + v(a+h2_v(a) =u'(a) + v'(a)

Démonstration 2

f(a+h)-f(a) _ (kw)(a+h)—(kuw)(a) _ kxu(a+h)—kxu(a) _ k u(a+h)—u(a)
h h h h

ainsi limk x wath)—u@  _ py'(a)

Démonstration 3

f(a+h)-f(a) _ (uv)(a+h)—(uv)(a) _ ula+h)xv(a+h)—u(a)xv(a)
h h h

__u(a+h)xv(a+h)—-u(a)xv(a+h)+u(a)xv(a+h)-u(a)xv(a)
h

u(a+h)—u(a) v(a+h)-v(a)

=v(a+h) X P

+ u(a) X

u(a+h)—u(a) v(a+h)-v(a)

+ u(a) x P

ainsi }li_l;r(l)v(a + h) x =u'(a) xv(a+ h) +u(a) X v'(a)

Démonstration 4

fla+h)-f(@) _ (%)(a+h)—(%)(a) _ ZEZ:}}:))_% _ u(a+h)xv(a)-u(a)xv(a+h) _

h h - h hxv(a+h)xv(a)

u(a+h)xv(a)-u(a)xv(a)+v(a)xu(a)-u(a)xv(a+h)
hxv(a+h)xv(a)

. u(a+h)-u(a) _ v(a+h)-v(a) 1
- (v(a) X h u(a) X h ) X v(a+h)xv(a)

u(a+hr)l—u(a) _ u(a) % v(a+h)—v(a)) 1 _ u (a)xv(a)-u(a)xvr(a)

ainsi }113% (V(a) X h v(a+h)xv(a) w(a))?



